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con respecto al eje imaginario DE y XA es el segmento deseado.
Final

Con el espiritu de Proclus, nosotros invitamos al lector a dar las demostraciones de las dos
construcciones dadas mas arriba.

0. Conclusiones

Mencionamos para cerrar, que aun el algoritmo del siglo®ggritmo CO, queda eclip-
sado al lado dedIgoritmo Euclides, en lo que respecta a su robustez frente a los casos singulares.
Considérese por ejemplo, el caso donde el punto A esta a una distancia igual de Blg@itEl
mo Euclides ejecuta en este caso tan bien como en cualquier otro caso, ya que todo esta bien de-
finido. Sin banderines especiales sin embargblgaritmo CO puede fallar tratando de trazar una
circunferencia con radio cero y después intersectando dos circunferencias una de las cuales tiene
radio cero.

Una diferencia obvia entre la geometria computacional moderna y la clasica esta en el tema
de las cotas inferiores de la complejidad del problema geométrico. Aunque Lemoine [Le02] y otros
se ocuparon con definir operaciones primitivas y con tratar de contar el nUmero de tales operacio-
nes envueltas en una construccion, ellos no parecen haber considerado la pregunta de cual es el nu-
mero minimo de operaciones requeridas para resolver un problema dado bajo un modelo de com-
putacion especifico. Por ejemplo, si definimos 1) trazar una linea y 2) trazar una circunferencia
como las operaciones primitivas permisibles bajo el modelo computacional del compas y el canto
recto, entonces éllgoritmo Euclides se toma nueve pasoslgoritmo MS se toma seis pasos
mientras que éhlgoritmo CO se toma solamente cuatro pasos. Sin tener en cuenta su poca robus-
tez, es eAlgoritmo CO 6ptimo? En otras palabras, es cuatro una cota inferior de este problema?
Es elAlgoritmo Euclides 6ptimo entre los algoritmos robustos? No es muy dificil explicar que al
menos tres pasos son necesarios. Conjeturamos que al menos cuatro pasos son necesarios.

Esta investigacion sugiere que la situacion cadtica descrita aqui con respecto a la segunda
proposicién de Euclides, existe también en sus otras proposiciones que tienen casos y a toda la ma-
temética griega. El trabajo presentado aqui sugiere una forma nueva de examinar la matematica
constructiva vieja y una nueva forma para los historiadores de las matematicas y filologos de hacer
sus investigaciones. El trabajo presentado aqui tiene también implicaciones educacionales. Ya ha
sido planteado que los problemas de construccion de Euclides nos provee con métodos excelentes
de ensefarle a los estudiantes de pre-universitario demostraciones constructivas de teoremas de
existencia [Av89]. El trabajo presentado aqui sugiere que la geometria constructiva de Euclides
puede ser usada como un medio ideal para ensefiar la mayoria de los conceptos modernos relacio-
nados con el disefio y analisis de algoritmos, a estudiantes de pre-universitario. En los problemas
faciles los estudiantes pueden demostrar que las construcciones de Euclides son validas para todas
las entradas posibles. Para los problemas mas dificiles los estudiantes pueden buscar construccio-
nes que requieran menos pasos. Finalmente, para los problemas verdaderamente desafiantes pue-
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FyG.

Paso 5: Trazar una circunferencia con
centro G y radio GC.

Paso 6: Trazar una circunferencia con
centro F y radio FC.

Estas dos circunferencias se intersec-
tan en C y H, donde H es el punto de
reflexion de C deseado con eje L y
HA es el segmento deseado.

Final E

Recuérdese que en 1672 Jorg Mohry
en 1797 el gedmetra italiano Lorenzo
Mascheroni, separadamente, demostraron

gue todas las construcciones que pueden
efectuarse con el canto recto y el compas pueden ser efectuadas con el compas solamente. El lector

podra preguntarse como se podria trazar una recta de largo BC con un extremo en A sin una regla.
En el sentido estricto de la palabra esto no es posible por lo tanto en las construcciones donde sélo
se utiliza compas, sélo se requiere que para trazar una recta o un segmento, se especifiquen dos
puntos sobre la linea o, en el caso de un segmento, que los puntos extremos del segmento sean da-
dos. Un par de puntos asi, claramente especifica una linea o un segmento, segun el caso, sin ambi-
gledad. Por lo tanto estamos simulando una linea o un segmento con dos puntos. En este sentido,
seria mas apropiado de plantear el teorema de Mohr-Mascheroni de la manera siguiente: Una cons-
truccion que puede ser efectuada con el canto recto y el compas puede ser simulada con el compas
solamente. La construccion de arriba, basada en el principio de simetria, usa ambos, el canto recto
y el compas. Es muy apropiado terminar esta discusion presentando una construccion, también ba-
sada en el principio de simetria, que utiliza el compas solamente. Presentaremos la construcciéon
descrita en [Ho70] la cual es la primera construccion presentada en Pedoe [Pe76].

Fig. 8.2: llustra la construccion
con compas solamente (sin regla).

Algoritmo CO: [del inglésCompass Only]

Sea A el punto dado, y BC el segmento dado. {Se requiere poner en el punto A (como uno
de sus extremos) un segmento igual al segmento dado BC} Ver la Figura 8.2.

Comienzo
Paso 1: Trazar una circunferencia con centro A y radio AB

Paso 2: Trazar una circunferencia con centro B y radio BA. {las dos circunferencias se in-
tersectanen Dy E.}

Paso 3: Trazar una circunferencia con centro D y radio BC
Paso 4: Trazar una circunferencia con centro E y radio BC

Estas dos circunferencias se intersectan en C y X, donde X es el punto de reflexion de C
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textuales pueden fracasar miserablemente, las
mismas son esenciales para las matematicas y las
ciencias de la computacion.

8. Los algoritmos del los ultimos
afnos del siglo XX

Para hacer una comparacion y para ser H
completos en esta seccion ofrecemos dos cons-
trucciones modernas las cuales son esencialmen-
te diferentes de las demostraciones tratadas por
Euclides, Herén, Proclus y todos los otros grie-
gos y comentaristas siguientes tanto como las da-
das por la plétora de escritores del siglo XIX y del
principio del siglo XX. Estas estan basadas en la .
reflexion. Como anteriormente, sea A el punto iE
dado y sea BC el segmento que se desea trasladar '
ge manera tal que A esté en uno d_e los extremg'sg_ 8.1: llustra el método de reflexion

el segmento. Sin perder generalidad sea B ¢ .
i S : ara resolver |®roposicion 2
punto extremo escogido y refierase a la flgurg

8.1. La idea es primero construir una linea que corte perpendicularmente al segmento AB y poste-
riormente efectuar una reflexion del segmento BC con la linea L como eje de reflexién. Notese que
Ay C pudieran o no estar en el mismo lado de L, dependiendo de la configuracion de entrada del
caso particular dado. En cualquier caso, reflejaremos a C con L como eje de simetria para obtener
el resultado deseado. Noétese también que el algoritmo de Euclides no da necesariamente un seg-
mento que sea simétrico con relacién a L.

Proposicién 2:Poner en un punto dado (como uno de sus extremos) un segmento igual a
un segmento dado.

Algoritmo MS: [del inglésMirror Symmetry

Sea A el punto dado y BC la linea recta dada. {Por lo tanto, se requiere poner en el punto
A (como uno de los extremos del segmento) una linea recta igual a la linea recta dada BC}.
Ver la Figura 8.1

Comienzo
Paso 1 Trazar la circunferencia con centro Ay radio AB.
Paso 2 Trazar la circunferencia con centro B y radio BA.

Paso 3 Trazar una linea L que pase por los puntos D y E, los puntos de interseccion de las
dos circunferencias trazadas en los pasos 1y 2.

Paso 4 Trazar una circunferencia con centro C y que intersecte a la linea L en los puntos
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Por lo tanto uno puede preguntarse si es a Al-Hajjaj a quien debe culparse. Sin embargo, general-
mente se considera que los manuscritos arabes son bien fiables y que otras traducciones en latin de
manuscritos arabes, tales como la de Gerardo de Cremona, tienen un algoritmo correcto. Por lo tan-
to, el dedo parece apuntar hacia Adelard de Bath.

7. El problema delastraducciones de lenguaj es

Hay al menos dos formas en las cuales un algoritmo correcto, después de una cierta evolu-
cion histérica, puede llegar a ser un algoritmo incorrecto. Un matemético tal como Tedn de
Alejandria, escribiendo un libro de texto, puede ofrecer un algoritmo substituto y, si no comprende
la estructura profunda del algoritmo, puede dar uno incorrecto en su lugar. Otro evento mas proba-
ble es, que un traductor (que quizas ni siquiera entiende la estructura del algoritmo superficialmen-
te o quien puede depender totalmente de la figura para comprenderlo en parte solamente) inadver-
tidamente de una traduccion incorrecta del algoritmo. Es bien probable que un traductor tal como
lo era Adelard de Bath, mirando la figura, pueda haber pensado que “anexar AE en linea recta con
AD” no es mas que una forma torpe de decir que AD debe ser prolongada, y pudo haber substituido
la nueva frase sin haberse dado cuenta que una ambigliedad habia sido afiadida. El lector puede
dudar que, con las descripciones tan elementales y simples de los algoritmos que aphoscen en
Elementos, un traductor puede convertirse en un traidor. Un ejemplo eliminara toda duda. La ver-
sion griega dé&os Elementos mas exacta y definitiva, la edicion de Heiberg, fue traducida en 1978
al francés [Ka78]. El libro [Ka78] contiene, muy convenientemente, todas las proposiciones en los
dos idiomas, griego y francés, una al lado de la otra. La introduccién contiene una discusion inte-
resante sobre los problemas de traducir la cual parafraseamos en parte.

“Sin duda es mas facil una traduccion textual, pero una actitud tal lleva a serios in-
convenientes para entender el texto. Las diferencias linguistica entre el griego y el
francés por un lado, y la evolucion del vocabulario matematico por el otro, son los
responsables de llevar al lector a confusion. Con la esperanza de presentar un ma-
nuscrito facilmente accesible hemos optado por una traduccion libre, manteniéndo-
nos tan fieles como fue posible, pero dandole mas importancia al espiritu del texto
que alaletra.”

Por consiguiente, esta traduccidn francesa contiene la descripcion siguiente del paso 3 (re-
ferirse alAlgoritmo Euclidesy a la figura 4.1):

“Prolongeons DA suivant AE et BD suivant BF.”

Esto textualmente significa “Prolonguemos DA siguiendo AE y BD siguiendo BF. Nétese
gue la primera parte de esta instruccion (prolonguemos DA y BD) es ambigua y representa un paso
hacia la concordancia con las frases de los textos ingleses del siglo XVII, XVIl y XIX. Aunque la
instruccion completa queda salvada al mencionar explicitamente la Ay B en AE y BD respectiva-
mente. Uno puede facilmente imaginar que estas referencias a la Ay la B se pierdan en la traduc-
cion siguiente.

Una traduccioén textual del mismo texto griego da lo siguiente para el paso 3: “Emerjan ha-
cia afuera las lineas AE y BF colinealmente con las lineas DA y DB”. Nétese que esto es conside-
rablemente mas preciso que la versién francesa y esta en acuerdo con los algoritmos correctos ya
discutidos. En conclusién, es irénico que en la traduccion de Kayas el deseo de ser fiel al espiritu
de Euclides lo lleva al camino de traicionar a Euclides. Esto sugiere que, aunque las traducciones
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[Sm1879], [HS1887]y [Tal1895] 0 esta basada en los manuscritos en latin del siglo XII de Gerardo
de Cremona donde aparece un algoritmo claro y correcto de la segunda proposicion de Euclides.
Vemos inmediatamente la brillantez de Euclides en prolongar DA y DB en la direccion de Ay B
para crear un cono con apice en D, en lugar de prolongar en la direccién de D como fue hecho por
Proclus, por ejemplo. Es ademas facil de ver que con la ayuda de este cono no existe aqui ningan
caso. Los casos considerados y fabricados por los comentaristas de Euclides son producto de una
falta de comprensién de la I6gica profunda, la cual se cree Euclides tenia en mente cuando escribia
estas demostraciones y construcciones. En luz de la creencia establecida a través de la cultura de
gue muchas demostraciones de Euclides nada mas son validas para ciertos casos y el hecho de qué
casi todas las construcciones modernas son ambiguas o incorrectas, es facil de comprender por que
Pedoe [Pe76] escoge so6lo uno de estos casos y clama haber dado la prueba original de Euclides, a
pesar de que faltaba la construccion crucial del cono mencionado arriba.

Vale la pena mencionar que algunas criticas que se le han hecho a Euclides tienen sentido.
El juicio de Russell podria basarse en versiones ambiguas o incorrectas de algoritmos como el de
la segunda proposicion. Pero también podria referirse a otros casos, e.g., a la proposicién 1 donde
la representacion diagramatica parece ocultar/sustituir un postulado de continuidad que asegure la
existencia de un punto de interseccion entre los circulos implicados.

Cerramos esta seccion con la conjetura de por qué tantos libros de texto ingleses de los si-
glos XVII, XVIII y XIX contienen una version incorrecta de la segunda proposicion de Euclides.
Creo que la respuesta se encuentra en la traduccion en latin (de un manuscrito arabe de Al-Hajja))
hecha por Adelard de Bath [Bu83].

Entre los mas conocidos ingleses medievales traductotess &ementos de Euclides es-
taba Adelard de Bath en el siglo XII. El nombre Adelard de Bath esta relacionado con tres versio-
nes distintas deos Elementos y segun Busard [Bu83] fué la version Il la que lleg6 a ser la mas
popular de las varias traducciones de los Elementos producidas en el siglo XIl y aparentemente la
gue se estudid mas en las escuelas. Mas aun, esta version es aparentemente la menos auténtica. Con
las palabras de Busard [Bu83] “no sélo los enunciados estan expresados de forma diferente, sino
gue las demostraciones son reemplazadas muy frecuentemente por instrucciones de demostracio-
nes o un bosquejo de la demostracion.”

Adelard de Bath escribe el paso 3 como a continuacion:
“Protrahanturque linee DA y DB directe usque ad L et G.”

Sus letras son distintas y son substituidas aqui para que concuerden con la figura 4.1, para
facilitar la discusion. Dicho sea de paso, hay un error (probablemente tipogréafico) en este manus-
crito, i.e., Ly G han sido intercambiadas. mas seriamente, E y F no existen al igual que la referencia
ala prolongacion de las lineas AF y BE y la traduccion textual dice “Continuar (extender) las lineas
DA y DB hasta L y G.” Aqui vemos que la oracién es tan similar a las que abundan en los libros
de texto ingleses del siglo XVII, XVIl y XIX que dice “prolongar las lineas DAy DB hasta L y
G.” Por lo tanto una posibilidad es que Adelard de Bath fuera quien introdujera el error. Sin em-
bargo, es sabido que la revision de Tedn de Alejandria de los Elementos en el siglo IV incluye el
cambiar las frases en algunos lugares y algunas veces suplementar otras demostraciones como al-
ternativas. mas aun, segun Busard [Bu83] todos los manuscritos de Los Elementos conocidos hasta
el siglo XIX fueron derivados del texto de Tedn. Por lo tanto es posible que Tedn sea el culpable
aqui. Por otra parte, Adelard de Bath tradujo su manuscrito del manuscrito de Al-Hajjaj en arabe.
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no puede ser construido y el algoritmo estaria
indefinido y no podria ejecutar. Sin embargo, el
contexto de la situacion, i.e., el propésito del
problema es transferir la distancia. Si A coinci-

de con B o con C, entonces no hay transferencia
de distancia, el problema no existe, o si asi le

gusta, la respuesta, a saber el segmento BC, se
conoce desde el comienzo. Por lo tanto, el algo-
ritmo es claramente intencionado para trabajar
con todos los puntos A del plano excepto By C.

El lector pudiera experimentar un efec-
to interesante al efectuar las construcciones y
demostraciones de Euclides enumeradas arriba’ E
y ésta puede ser la sensacién Eureka en la cyal _ L,
la esencia, la semanticay la estructura profunﬁg' 6.1: llustra la dgmpstramon para tod
de las construcciones de Euclides se ponen S casos de [Broposicion e Euclides.

manifiesto. Una vez que esto pasa, queda transparentemente claro que el algoritmo y su demostra-
cion segun Euclides son validas para todos los casos que uno pueda imaginar. De hecho, en vista
de lo expresado aqui, queda claro que en realidad no hay casos.

Es dificil agarrar la esencia del algoritmo-demostracion fijando una configuracién de en-
trada y luego analizando las variaciones en las construcciones como lo hicieron los comentaristas
griegos. Sin embargo, el “truco” siguiente hace la esencia “saltar fuera de la pagina”. Fijamos la
construccion y para esta construccion fija, miramos a todas las configuraciones de entrada posibles.
La parte crucial de las construcciones de Euclides (ausente en el algoritmo de Pedoe [Pe76] y au-
sente también en la mayoria de los seguidores de Euclide)agmdeterminado por los rayos
DE y DF y haciendo un angulo de 60 grados en D. Este cono es implicitamente construido por la
concatenacion del triangulo equilatero DAB y la prolongacion construida en el paso 3 desde A has-
ta F y desde B hasta E. Este cono es tan largo como se quiera y siempre tiene 60 grados. Por lo
tanto, considérese a este como fijado en el espacio y refiérase a la Figura 6.1. Ahora el punto A
para cualquier configuracion siempre tiene que descansar en uno de los rayos DF. También el seg-
mento BC tiene que tener el punto extremo B en el otro rayo DE. Con el compas fijado en B la
construccion de Euclides primero marca un punto G en BE tal que BG sea igual a BC. Entonces
con el compas fijado en D se marca un punto L en AF tal que DL sea igual a DG. Esta claro que
para todas las configuraciones posibles del punto A y el segmento BC la construccion es valida.
Variaciones de la distancia entre A y B no cambia la esencia de la demostracion. mas adn, todas
las posiciones relativas del segmento BC con respecto a A mantienen su propiedad de cortar BE
en G. No interesa si BC es mayor, menor, o igual a AB. Tampoco interesa si C descansa en AB 0
DB o si coincide con A o D. Por lo tanto, el algoritmo esta bien definido y ejecuta en todos los
posibles casos. Ya que en todos los casos SB es igual a DA, se deduce que el algoritmo da la solu-
cion correcta en todas las configuraciones.

Esta es entonces la l6gica de fondo de la demostracion de Euclides y, debemos adicionar a
pesar de Bertrand Russell [Ru51] y Dunham [Du90], que ésta es valida sin necesidad de la figura.
Uno se pregunta si la critica de Russell sobre Euclides esta basada en los algoritmos incorrectos y/
0 ambiguos escritos por los sabios del siglo XIX entrenados en Cambridge y Oxford tal como
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siglo XIX y la validez de la construccién depende de la figura.

Otro manuscrito fascinante es un libro &rabe tituRdousion de dudas en los elementos
de Euclides e interpretacion de sus significados especidesto en el 1041 D.C. por lbn al-Ha-
ytham. Una copia de este libro hecha en 1084 D.C. fue encontrada en La Biblioteca de la Univer-
sidad de Istanbul [Ha1041]. Como el titulo sugiere, esto no es una traductios Bementos
sino una discusién sobre criticismos bien conocidos de los trabajos de Euclides. Al discutir la se-
gunda proposicion de Euclides al-Haytham discute cuatro casos basicos con respecto a los tipos de
entradas: (1) el punto A esigual a B o C, (2) A descansa en el segmento BC, (3) A descansa en la
linea que pasa por BC y (4) A descansa fuera de la linea que pasa por BC. En adicion a esto, tiene
un caso muy bueno que no aparece mencionado en ningun otro lugar y éste es cuando el segmento
BC y el punto A estan separados por un valle o un rio de forma tal que la linea que une los puntos
Ay B no puede ser trazada. Su solucion a este Ultimo caso es mas complicada, ya que €l habla de
gue la forma de tratar este problema es medir el segmento y trazarlo en la vecindad del punto, des-
pués de lo cual se aplica el algoritmo de Euclides. Parece que a Ibn al-Haytham no le faltaba el
sentido del humor en sus escritos matematicos.

6. El algoritmo de Euclides vuelto a analizar

De la discusioén anteriér queda claro que los seguidores de Euclides estaban preocupados
por que los algoritmos de Euclides y sus demostraciones de validez no se cumplian para todas las
posibles configuraciones de entrada del problema. Creo que los comentaristas mismos sucumbie-
ron a la idea de “guiarse por la figura” mas aun que Euclides y que ellos perdieron la esencia, la
semantica y la estructura profunda en el fondo de las demostraciones de Euclides.

Primeramente debemos notar que cuando en realidad existen diferentes casos Euclides uti-
liza una figura para ilustrar la construccion y la demostracion en lugar de detallar los casos. Con
las palabras de Heath [He28]:

“Distinguir un numero de casos en esta forma era ajeno al verdadero estilo clasico.

Por lo tanto, como veremos, el método de Euclides era dar un solo caso, el mas di-
ficil, dejando al lector proveer los otros casos por si mismo. Cuando habia una dis-

tincion verdadera entre los casos, suficiente como para necesitar una diferencia
sustancial en la demostracién, acostumbraba a dar los diferentes enunciados y de-
mostraciones todos juntos.”

Esta es, en realidad, la convencion social seguida en la geometria computacional de hoy en
dia, donde la frase “los casos restantes pueden ser demostrados en una forma semejante” es visto
en casi todos los articulos en las revistas cientificas mas prestigiosos”

Sin embargo, se conjetura aqui que Euclides no vié ningun caso en la Proposicion 2, porque
en esencia no hay ninguno. mas aun, si el lector sigue el algoritmo original de Euclides en todos
los casos fabricados posibles, enumerados en la seccion previa, €l o ella encontrara que el algorit-
mo esté bien definido en el sentido moderno y ejecutara correctamente y terminara con la solucién
correcta. Mas aun, también pasa la prueba de validez. Esto no puede decirse de ninguno de los al-
goritmos y demostraciones posteriores ofrecidas por Herdn, Proclus y los otros comentaristas grie-
gos de Euclides, tampoco de los sabios ingleses del siglo XIX. Debe ser mencionado aqui que un
caso légico (fuera de contexto) es el caso 1.1.1 donde el punto A descansa en uno de los extremos
del segmento BC. Claramente, en esta situacion patoldgica, un tridngulo equilatero con lado AB
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especiales de una configuracién inicial de un

punto A y un segmento BC. Por ejemplo:

Caso 1: A puede descansar en la linea coli-

neal con BC o Caso 2: A descansa en un lado €

de la linea colineal con BC. En el Caso 1 A

puede descansar en el segmento BC (Caso

1.1) o fuera del segmento BC (Caso 1.2). Si

A descansa en el segmento BC, entonces en '

el Caso 1.1.1 éste puede descansar en un pun- '

to extremo de BC o en el Caso 1.1.2 en el in-

terior de BC, y en el Ultimo caso tenemos ‘

otros dos casos mas dependiendo de si A esta G

mas cerca de B o mas cerca de C. Mas aun, el F

Caso 1.2.1 se divide en dos casos mas depen-

diendo de si la distancia entre Ay B es mayor

o menor que la distancia entre By C. El Caso Fig. 5.1: Figura de Proclus para la demos

2, en el cual A descansa fuera de la linea co-tracion delsubcaso 2.1 de laProposition 2.

lineal con BC también puede ser dividido en

casos segun una variedad de criterios. Por ejemplo, pudiéramos considerar dos casos dependiendo
de si el segmento BC descansa en el angulo interior (Caso 2.1) o en el angulo exterior (Caso 2.2)
gue el triangulo ABD forma en D. Finalmente, cada uno de estos casos determina dos casos mas
dependiendo de si la distancia entre A y B es mayor que la distancia entre By C.

Algunos de los casos de arriba (pero no todos!) fueron discutidos por los comentaristas
griegos y estan incluidos en los trabajos de Proclus [Mo70]. Por lo general, la demostracién de que
el algoritmo de Euclides funciona correctamente era dada entonces para el caso particular dado.
Algunas veces, el algoritmo dado por Euclides fue cambiado para que pudiera tratar el caso espe-
cial. Por ejemplo, para una configuracion de entrada del Caso 2.1 con una distancia entre Ay B
menor que la distancia entre B y C, Proclus objeta el algoritmo de Euclides porque el segmento BC
se interpone en la via de la construccion del triingulo ABD con lado AB (ver la figura 5.1). Con la
palabras de Proclus “porque no hay espacio”. Heath [He28] apunta que Herdén de Alejandria por
los afios 100 D.C., en sus comentariokaieEl ementos, también uso6 construcciones diferentes de
las de Euclides para evitar objeciones de este tipo. El algoritmo de Proclus para este caso particular
sigue a continuacion (ver Figura 5.1).

Comienzo

Paso 1: Trazemos una circunferencia con centro en B y radio BC.
Paso 2: Prolonguemos las lineas AD y BD hasta Fy G.

Paso 3: Con centro D y radio DG trazemos la circunferencia GE.
[Salir con AE como la solucion]

Final

Noétese como Proclus ha cambiado la instruccién clara de prolongacién de la linea por la
instruccion ambigua (Prolonguemos la linea AD y BD hasta F y G) encontrada en los informes del
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sa.”

Finalmente, con las palabras de Felix Klein [KI39]:

“Euclides siempre tiene que considerar diferentes casos con la ayuda de las figuras.
Ya que él da muy poca importancia a la exactitud de los dibujos geométricos, existe
el peligro real de que un alumno de Euclides, producto de una figura mal trazada,
llegue a una conclusién errénea.”

Una proposicion que tiene una gran cantidad de casos y que ha sido sujeto de mucha critica
es en efecto La Proposicién 2, el tema de este articulo. Yo creo que la mayor parte de la critica que
Euclides ha recibido se debe a la falta de una comprension profunda de su trabajo original, en parte
por culpa de los escritos de los comentaristas griegbsesdeementos, tales como Heron y Tedn
de Alejandria y otros revisados por Proclus [Mo70] en el V siglo y exacerbados por una traducciéon
latina por Adelard de Bath de un manuscrito arabe [Bu83] y muchos sabios ingleses del siglo XIX.
mas aun, si juzgamos el algoritmo original y la demostracion de la Proposicién 2 utilizando los es-
tandares mas altos de hoy en dia en el campo de la geometria computacional, Euclides merece es-
tima por su brillantez.

Consideremos entonces, la segunda proposicion de Euclides: Colocar en un punto dado
(como un extremo) una linea recta igual a una linea recta dada. Claramente, un algoritmo para eje-
cutar esta tarea tiene que ejecutar, i.e., estar bien definido, para todas las entradas, i.e. para todos
los segmentos BC posibles y todos los puntos A, como quiera que estén situados el uno con res-
pecto al otro en el plano. Ademas, a menos que el algoritmo este disefiado para trabajar con todas
las entradas en posicidn general, este debe ser capaz de manejar las singularidades como cuando
el punto A descansa en el segmento BC, o A es equidistante de B y C. Similarmente, una demos-
tracién debe establecer que un algoritmo siempre da el resultado correcto. Euclides tenia el habito,
como es bien ilustrado en la figura 4.1, de incluir sélo una figura para demostrar la construccion y
la demostracion. Seria natural que un lector se cuestionara si los pasos del algoritmo tal como esta
descrito para esa figura funcionaran para una figura completamente diferente. EI mismo lector pu-
diera dudar de si los argumentos en la demostracion se mantendrian con las mismas letras, usadas
como rétulos de puntos criticos derivados durante la construccion. Esta, en efecto, fue la reaccion
de los antiguos griegos comentaristad.de Elementos, quienes criticaron a Euclides por dejar
fuera casos que ellos descubrieron que faltaban y entonces proveyeron sus propias demostraciones.
Un comentario profundo deos Elementos de Euclides y las criticas posteriores hechas en contra
de éste, fue escrito por Proclus [Mo70] en el siglo V. El mismo Proclus no critica a Euclides habi-
tualmente y en varias ocasiones sale hasta en su defensa. Con las palabras de Glenn Morrow
[Mo70]:

“Cuando en la demostracion del teorema Euclides usa, como de costumbre, s6lo un
caso, de los dos 0 mas casos posibles, Proclus demostraba, frecuentemente, uno o
mas de los casos omitidos; algunas veces solamente llama la atencién sobre ellos y
recomienda que el lector “para la practica” los demuestre él mismo. Algunas veces
él da una demostracion de un teorema, creado por uno de sus predecesores, con el
obvio objetivo de mostrar la elegancia superior y mayor aptitud de la demostracion
de Euclides.”

Es instructivo ilustrar algunas de las objeciones que los comentaristas antiguos tenian y
cémo las resolvieron. Primeramente debemos notar que uno puede tratar en conjunto muchos casos

-13 -



€s como a continuacion:
“Educantur in directo rectis DA recte AE et BF”

Esto se traduce como “Continuar las lineas rectas AE y BF en linea recta con (en la direc-
cion de) las lineas rectas DA y DB” estando asi de acuerdo con la version de Gerardo de Cremona
y la edicion definitiva de Heiberg.

Como una ultima evidencia de queddégioritmo Euclides descrito arriba es en realidad el
algoritmo original de Euclides consideraremos el asi llamado manuscrito P, el manuscrito del Va-
ticano numero 190. Hasta el 1804 todos los manuscritbgsdel ementos se creian provenir de la
revision de Tedn hecho en el siglo IV. Cuando Napoledn conquisté Italia se rob6 del Vaticano un
manuscrito griego (No 190) de Los Elementos de Euclides el cual mantuvo en La Biblioteca del
Rey en Paris. F Peyrard, un profesor del Liceo Bonaparte, quiso escribir una version francesa de-
finitiva de Los Elementos utilizando los mejores manuscritos griegos a su disposicién y para ese
fin obtuvo permiso para utilizar la Biblioteca del Rey. Ahi encontrd el manuscrito No 190 y des-
cubrié que tenia en sus manos un manuscrito pre-teoniano hecho en el siglo X. Mientras tanto las
fuerzas aliadas derrotaron a Napoledn y obligaron a Francia a devolver todas las obras de artes ro-
badas. A peticion del gobierno francés El Papa hizo feliz a Peyrard dandole tiempo a terminar la
traduccion [Pel1819]. En el manuscrito de Peyrard, en el cual él enfatiza que es una traduccion tex-
tual, el paso 3 esté escrito como “Menons les droites AE, BZ dans la direction de DA, DB” y por
lo tanto concuerda con Algoritmo Euclides descrito arriba.

5. Casos en construccionesy pruebas

La discusion de mas anterior nos trae naturalmente la cuestion general del arc@$sss de
en las construcciones de Euclides, la geometria computacional moderna y las demostraciones
geomeétricas en general. Debemos notar aqui que cuando hablamass lablamos generalmen-
te declases de equivalencia de configuraciones de entrada en lugar de ejemplos de la secuencia de
la construccién como el resultado del conjunto de decisiones tomadas como respuesta a las ambi-
guedades de la descripcion del algoritmo, como por ejemplo la clasificacion de casos de Taylor
[Tal895] y Lardner [Lal861]. Un algoritmo debe ser especificado sin ambigiiedad y debe procesar
correctamente todas las entradas para las cuales éste fue disefiado. Mucha critica se ha hecho sobre
Euclides en los ultimos dos mil afios por su alegado descuido en sus demostraciones y construc-
ciones con respecto a la cuestion de los casos. Una cosa de la que él ha sido culpado es de dar de-
mostraciones que dependen severamente de la figura que acompafia a la demostracion. Por ejemplo
segun Bertrand Russell [Ru51]:

“Una demostracion valida mantiene su valor demostrativo cuando no se traza nin-
guna figura, pero muchas de las demostraciones tempranas de Euclides no pasan
esta prueba. El valor de su trabajo como una obra maestra de la I6gica ha sido muy
exagerado.”

También, con las palabras de William Dunham [Du90]:

En realidad, cuando él se dej6 llevar por el diagrama y no la logica profunda de la
prueba, cometié un pecado de omision. Sin embargo, en ninguna de sus 465 propo-
siciones comete un pecado de comision. Ninguna de sus 465 proposiciones es fal-
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B y la version de Pedoe del algoritmo no funcionaria en este caso. Sin embargo, por razones mis-
teriosas, (presentaré una conjetura mas tarde) Pedoe deja el paso 3 de la version del algoritmo de
Euclides que aparece mas arriba. Este paso crucial en el algoritmo de Euclides construye la pro-
longacion de DA y DB en la direcciéon de E y F, respectivamente, garantizando asi que aunque el
largo de BC sea mayor o menor que la distancia entre AB, el algoritmo continua ejecutando y la
figura se mantiene igual en el sentido que el punto G existe y descansa sobre BF. Notese la dife-
rencia significante entre la forma en la cual DA y DB son prolongadosAdgaeitmo Euclides
comparado con éllgoritmo 19C y el Algoritmo T. En los ultimos dos algoritmos la instruccion
ambigua dice que “los lados DA y DB del triangulo equilatero deben ser prolongadosAlEn el
goritmo Euclides, por otra parte, la instruccién en el paso 3, concerniente a la prolongacion de DA

y DB, no tiene ambigtiedad. Esta dice “Sean las lineas rectas AE y BF producidas en lineas rectas
con DAy DB". En otras palabras, ésta especifica que (1) la prolongacién debe emanar de Ay B
(los puntos extremos de la base del triangulo DAB) y (2) las prolongaciones deben ser colineales
con (en linea recta con o en la direccion de) DA y DB. En todos los otros textos, donde se pide
prolongar DA y DB la frase “en linea recta con DA y DB” es omitida, porque la direcciéon queda
obviamente especificada por la extension de los lados del triangulo equilaterdlgor gmo

Euclides, por otro lado, extensiones emanando de los lados del triangulo equilatero deben ser tales
en cualquier direccion y asi la frase “en linea recta con DA y DB” es provista para mayor precision.
El lector escéptico, sin embargo, pudiera insistir a primera vista que la linea recta AE debe ser pro-
longada en linea recta con DA de manera tal que D descanse en el segmento AE (en otras palabras,
AE emana de A en la direccién opuesta a la mostrada en la figura 4.1). Sin embargo, es obvio que
si este fuese el caso pretendido, Euclides hubiera usado la frase “Sea la linea recta DE producida
en linea recta con AD”. Aqui no queda otra alternativa en cuanto a la direccién de DAy DB como
efectivamente en el caso ddigoritmo 19C.

En este momento uno podria cuestionarse la autenticidad y correccion de los informes de
Heiberg [He1883], Heath [He28] y Dijksterhuis [Di55]. Aqui debemos remarcar que la edicién
griega de Heiberg es considerada como la edicién definitiva aceptada. Esta consiste de porciones
tomadas de diferentes manuscritos griegos extendiéndose desde el siglo I1X hasta el siglo Xll'y con-
siderada por los filologos como la mas auténtica. También existen algunos manuscritos en latin los
cuales son traducciones de manuscritos arabes. Leer la primera edicién de la traduccion en latin de
la version arabe (Ishag-Thabit) de los Elementos de Euclides, la cual se cree fué hecha por el monje
Gerardo de Cremona en Toledo durante el siglo XII [Bu84] después de su descubrimiento en
Bagdad, parece ser mas convincente que el examen de las traducciones de los textos en inglés de
los siglos XVII, XVIIl y XIX. En realidad, aparte del hecho que las letras E y F que aparecen en
Heath [He28] no estan presentes en [Bu84] y sus papeles asumidos por L y G respectivamente, los
algoritmos y demostraciones encontrados en [He1883], [He28] y [Di55] son idénticas a las encon-
tradas en los manuscritos del siglo XIlI. Los algoritmos del siglo XII son traducciones en latin de
traducciones en arabe de un manuscrito griego teoniano. En efecto, todas las traducciones arabigas
se creen descender de la revisién de Teodn de Alejandria del siglo IV. El que haya jugado al juego
de las traducciones se puede sorprender de como estas versiones se asemejan a los manuscritos
griegos mas viejos con respecto al paso 3 el cual plantea (referirse a la figura 4.1) “Sea la linea
recta AE y BF prolongada en linea recta con DA y DB”. En otra traduccién en latin siciliano (de
autor desconocido) de los Elementos de Euclides hecha directamente del griego [Bu87] el paso 3
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qgue [Be71] “si los libros concuerdan con el Koran

eran superfluos; si lo contradecian eran pernicio-
so0s.” En breve, muy probablemente, los algoritmos
originales de Euclides fueron quemados.

A pesar de la critica, frecuentemente dirigi-
da a Euclides, uno encuentra dificil de creer que el
pudiera haber sido culpable de una equivocacion
como la que sugiere la version de Pedoe de su algo-
ritmo. Por otra parte, la concordancia de las des-
cripciones, ejemplificadas por el Algoritmo 19C, E
dadas por los sabios ingleses tales como Lardner
[Lal861], Todhunter [To1876], Smith [Sm1879] y
Hall y Stevens [HS1887], también como el Algorit-
mo T de Taylor [Tal895] y los de los siglos XVII F
Yy XVIII, le hacen pensar al lector si los algoritmos F|g 4.1: Figura para la demostraciéon
de Euclides sufrian de los mismos errores. Sin em- e |aProposicién 2segun Heath.
bargo, establecidas autoridades en Euclides, como

G

Heiberg |[He1883|, Heath |[He28] y Dijksterhuis [Di55] tienen un algoritmo significantemente di-
ferente de los descritos hasta ahora. La figura correspondiente a estos cuatro trabajos es la figura
4.1. y el algoritmo se da debajo. Omitimos la demostracion, ya que esta es exactamente la misma
gue la dada por Pedoe.

Proposicién 2:Poner en un punto dado (como uno de los extremos del segmento) una linea
recta igual a un segmento dado.

Algoritmo Euclides: [Version de Heath y version original segun el manuscrito del siglo
XIl de Gerardo de Cremona]

Sea A el punto dado, y BC el segmento dado. {Asi que se requiere poner en el punto A (co-

mo un extremo del segmento) una linea recta de largo igual al segmento dado BC}. Ver
Figura 4.1.

Comienzo

Paso 1 Desde el punto A al punto B trazemos la linea recta AB.

Paso 2 Con lado AB [utilizand@Igoritmo 1] construyamos el triangulo equilatero DAB.
Paso 3 Sean las lineas rectas AE y BF producidas en lineas rectas con DAy DB.
Paso 4 Con centro B y radio BC trazemos la circunferencia CGH.

Paso 5 Con centro D y radio DG trazemos la circunferencia GKL.

Sea AL la solucién buscada.

Final

Nétese que en la figura 4.1 el largo de BC es en realidad mayor que la distancia entre Ay
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2 en la siguiente manera:

Problema, Proposicion 2:Tirar de un punto dado, una linea recta, igual a otra dada.
Algoritmo SFM: [version de Sebastian Fernandez de Medrano]
Comienzo

Sea dado el punto B, y larecta A, con cuyo intervalo, y con centro B, se describira el circulo
DEF, y tirando a cualquier punto de la circunferencia, del punto B, una recta, y sea BD,
digo que esta sera igual a la dada A.

Final
El Sargento General afiade la siguiente discusion después de su demostracion.

“Este Problema lo trae Euclides mas laborioso, pero algo mas dificil de compren-
der, y siendo tan evidente, me contenté con ejecutarlo asi.”

Evidentemente, el Sargento General usé un compdarno y no comprendié nada de lo
gue Euclides quiso establecer con su Proposicion 2: que uno puede transferir una distancia con
compasilegable y sin compas moderno.

4.  Construccion de Euclides de acuerdo a Gerardo de Cremona y Peyrard

Uno naturalmente se pregunta: Cuél de estos algoritmos es el que Euclides propuso origi-
nalmente? Seria facil contestar esta pregunta mirando los manuscritos originales de Euclides. Des-
afortunadamente, la historia ha hecho que esto sea imposible. En el afio 332 A.C. Alejandro Mag-
no, a la edad de 24 afios, conquist6 Egipto y fundé la ciudad de Alejandria. Cuando muri6 a la edad
de 33 afios en Babilonia (al sur de lo que hoy es Bagdad), después de haber conquistado el “resto”
del mundo, sus generales se dividieron el mundo entre ellos. De esta forma Egipto callé en las ma-
nos de Ptolomeo | en el 306 A.C. Ptolomeo Il cred la Universidad de Alejandria, la que lleg6 a ser,
gracias a sus excelentes sabios (incluyendo a Euclides) y su impresionante biblioteca (tres cuartos
de millén de libros incluyendo la version original de los Elementos de Euclides) el centro intelec-
tual y cientifico del mundo. En el 48 A.C. Julio César ocup6 Alejandria e intenté llevarse a Roma
una gran porcion de la biblioteca. La comunidad académica hizo una manifestacion la cual fue re-
primida por la armada de César. En la consiguiente batalla César le prendio fuego a la flota egipcia
en el Puerto Grande. El fuego se extendié hasta los almacenes del puerto y de alli hasta las biblio-
tecas, donde muchos libros fueron quemados. Mas libros fueron quemados durante posteriores re-
vueltas egipcias, una ocurrida en el 272 D.C., reprimida por el emperador Aureliano y otra en el
295 D.C. reprimida por el emperador Diocletiano. En los siglos IV y V el movimiento “el pensa-
miento politicamente correcto”, con el cristianismo como dogma de gobierno, llegé a reinar en
Alejandria y celosos obispos cristianos comenzaron a perseguir a los escritores paganos (matema-
ticos) y a sus libros. El Obispo Thedfilo en el 391 D.C. dirigié unas masas de cristianos y destruyo
el Templo de Serapis, el cual contenia muchos de los libros restantes. El tltimo matematico vivo
en Alejandria, una mujer con el nombre de Hypatia, hija de Tedn, fue descuartizada en las calles
de Alejandria por unas masas enfurecidas dirigidas por el Obispo Cyril [La41]. Finalmente, los ara-
bes invadieron Egipto en el 646 D.C. y el General Amr ibn-al-As quem¢é todos los libros alegando



tiene cuatro casos en lugar de los ocho de Taylor. Otra regla general, que Lardner insiste sea segui-
da, es que el centro de la circunferencia construida en el paso 3 debe descansar en la extremidad
de BC unida con A en el paso 1, evitando asi uno de los problemas de la demostracién de Taylor.

Otra variante aparece en un libro escaso mucho mas antiguo sobre la geometria de Euclides,
publicado en 1831 por John Playfair [P11813]. En este libro se nos pide prolongar DA y DB hasta
E y F respectivamente y, por lo tanto, la ambigliedadldekritmo 19C esta presente aqui tam-
bién. Sin embargo, a diferencia détoritmo 19C y elAlgoritmo T, el algoritmo que aparece en
[PI11813] primeramente ejecuta la prolongacion y después construye las circunferencias.

En los siglos XVIII y XVII juntos el nimero de ediciones de los Elementos de Euclides
publicadas fue menos de la mitad de los publicados en el siglo XIX, aproximadamente 325 y 280
en los siglos XVIII y XVII respectivamente. También es mucho mas dificil encontrar copias de
estas ediciones antiguas. Yo he tenido en las manos solamente dos ediciones del siglo XVII
[Wil703], [Bal705] y una del siglo XVII [CL1654], habiendo encontrado las tres en la coleccién
especial de la biblioteca de la Universidad de Queens en Kingston, Ontario. El manuscrito del 1705
por Isaac Barrow (del colegio Trinity, Cambridge) tiene la distincion especial de (segun lo que se
proclama en la primera pagina) contener la primera traduccion al inglés del latin. Esto parece con-
tradecir la creencia que la primera traduccién ingledaod&lementos fue traducida por H. Bi-
lingsley, impresa por el famoso impresor inglés John Day y editada en 1570 [Ar50], [Sh28]. Algo
gue vale la pena notar sobre los algoritmos en los tres textos es que: (1) todos son idénticos entre
si (2) como eAlgoritmo 19C son ambiguos pero (3) a diferencia de todos los algoritmos que he
encontrado, estos no comienzan conectando A con uno de los extremos del segmento BC, sino
construyendo una circunferencia de radio BC con centro en uno de los extremos. Entonces, en el
paso 2 el punto A se une con el extremo seleccionado como centro en el paso anterior. Notese que
este orden evita el problema que el Algoritmo T tiene con los pasos 1y 2 y ademas nos permite
ignorar las advertencias de Lardner dirigidas a resolver estos problemas.

Terminamos esta seccion mencionando dos muestras en espariol (castellano). Existe una
version espafiola andnima escrita y publicada en el siglo XVIII [Si1774]. Esta es una traduccion
de un libro escrito en ingles por Robert Simson, un profesor de matematicas en la Universidad de
Glasgow en 1756, siendo una edicion pretendidamente critica basada en la edicién latina de Fede-
rico Comandino escrita en 1572. En este algoritmo no existe referencia a la condicion:
“prolénguense DAy DB” y por supuesto contiene la ambigliedad mencionada, por lo menos en la
version espafola. Como el algoritmo de Playfair [PI1813], éste también primeramente ejecuta la
prolongacion y después construye las circunferencias.

La muestra mas fascinante que he encontrado es el libro publicado en Bruselas y escrito por
el Sargento General de Batalla Don Sebastian Fernandez de Medrano, Director de la Academia
Real y Militar de los Paises Bajos durante la ocupacién espafiola de lo que hoy dia se llama Bélgica
[Mel701]. El Sargento General se tomd la libertad de amplificar el trabajo de Euclides con nuevas
y “mejores” demostraciones. En este libro se encuentra la mas corta descripcion de la Proposicion



lados de AB, (3) si DB corta la circunferencia en E e | podemos escoger DE o DI
como el radio de la circunferencia con centro D. Por lo tanto hay tres pasos en la
demostracién y en cada uno de ellos hay dos alternativas: el nUmero total de solu-
ciones del problema es por consiguiente 2x2x2 o sea ocho.”

Ya vemos que la forma de Taylor de tratar las ambigliedades discutidas mas arriba es de
reconocer explicitamente que, hay ocho casos diferentes que dependen de como se lleva a cabo la
construccion, que somos libres de escoger cualquiera de estas 8 vias a través del arbol de decisiones
y que los lados DB y DA no necesitan ser prolongados si no es necesario. Para aclarar esta clasifi-
cacion sigamos una de estas alternativas en la configuracion de la entrada ilustrada en la figura 3.2
donde se asume que el largo de CB es mayor que el largo de BA. En nuestra primera alternativa
seleccionaremos por lo tanto al segmento AB para construir el triangulo equilatero. Nuestra segun-
da eleccién sera de construir el triangulo equilatero en el lado mostrado en la figura 3.2. Como la
circunferencia no intersecta al triangulo prolongamos el segmento DB el cual corta a la circunfe-
rencia en dos puntos D e |. Segun Taylor, pudiéramos ahora escoger a DE o DI como el radio de
la circunferencia que sera trazada con centro D. Seleccionemos DI. Esta circunferencia, con D
como centro, intersecta DA en el punto G, el cual juega el papel de G en su algoritmo, y por lo
tanto, segun el paso 4, DA no necesita ser prolongado hasta G. Segun el algoritmo, entonces, la
solucion seré dada por el segmento AG’, lo cual es claramente incorrecto, ya que AG’ es menor
gue AB mientras que BC es mayor que AB, por suposicién. Por lo tanto, aunque las ambigtiedades
delAlgoritmo 19C han sido eliminadas por Taylor Adigoritmo T no siempre da la solucion ade-
cuada, dependiendo de la configuracién dada para la linea y el punto y de la estrategia de construc-
cion aplicada. Mas aun, Algoritmo T padece de un problema adicional ni siquiera presente en
el Algoritmo 19C. Notese que el paso 1 enfdboritmo 19C no ofrece alternativa. Sin embargo,
Algoritmo T pide que el punto A sea unido con una de los vértices del segmento BC, el cual somos
libres de escoger. Sin embargo, si decidimos unir A con C (en vez de con B como en la figura de
Taylor) entonces es imposible ejecutar el paso 2 y el algoritmo falla.

Otro autor, Lardner [Lal1861], continua su presentacion de un algoritmo ambiguo idéntico
al Algoritmo T, con una discusién de como el estudiante debe tener cuidado con los diferentes ca-
S0s que se presentan debido a la diversidad de configuracios@sada. Con sus propias pala-
bras:

“Las diferentes posiciones que la linea dada puede tener en relacion con el punto
dado pueden causar cambios tales en el diagrama que pueden llevar al estudiante a
cometer errores en la ejecucion de la construccién para resolver el problema.

Por lo tanto es necesario que al resolver este problema el estudiante sea guiado por
ciertas orientaciones generales, las cuales deben ser independientes de las diferen-
tes disposiciones que puedan asumir las distintas lineas que aparecen en la demos-
tracion. Si el estudiante se guia por las orientaciones generales siguientes, ninguin
cambio que pueda ocurrir en el diagrama lo llevara a cometer errores.”

Lardner, entonces procede presentando seis reglas generales de lo que se puede y no se
puede hacer para garantizar dilgoritmo T trabaja bien con todas las entradas. Esta discusion
incluye un andlisis de casos de estrategias de construccion y, al contrario de Taylor [Tal895], no
permite que DA y DB sean prolongadas en ambas direcciones, sino insiste que sean prolongadas a
través de la base del triangulo equilatero, concluyendo asi, que la segunda proposicién de Euclides



hubiéramos obtenido un punto de interseccién
completamente diferente. Un caso semejante
ocurre en el paso 6.

goritmos descritos en [Sm1879] y en
[HS1887], los cuales han sido ejemplificados
como el Algoritmo 19C, no aparecen en la ex
posicion de Taylor [Tal895], ya que a pesar dg
no aparecer en el cuerpo del algoritmo, poste
riormente se indica que tenemos varias alterna-
tivas para escoger, como en el paso 1. Por lo
tanto es muy instructivo examinar el algoritmo
acompafado de la discusion detallada.

Las ambiguedades observadas en los al

Fig. 3.2: llustra la versién de Taylor
_ . ara demostrar IRroposicion 2.
Proposicion 2:Trazar una linea desde P P
un punto dado igual a una linea dada.
Algoritmo T: [Version de Taylor]

Sea A el punto dado, y BC la linea dada. {Se requiere trazar una linea recta desde el punto
A igual a la linea recta BC}. Referirse a la figura 3.2.

Comienzo
Pasol: Trazar AB: una linea recta que va desde A hasta una de las extremidades de BC.
Paso 2 Construir un triangulo equilatero DAB.

Paso 3 Con centro B y radio BC trazar la circunferencia CEF, que se corta con DB (pro-
longada si es necesario) en el punto E.

Paso 4 Con centro D y radio DE trazar la circunferencia EGH, que se encuentra con DA
(prolongada si es necesario) en el punto G.

Entonces AG es la linea recta requerida.
Final

Nétese que Taylor ha tomado cuidado de afiadir explicitamente en los pasos 3y 4 la ins-

truccion de que DB y DA seran prolongadogs necesarid?or lo tanto asumimos que si la cir-
cunferencia CEF intersecta los lados del triangulo equilatero ABD entonces la prolongacion DA
no necesita ser ejecutada. A diferencia de los libros anteriores del siglo XIX Taylor da la demos-
traciéon de la Proposiciéon 2 con la siguiente interesante discusion.

“En esta proposicion se asume que la linea recta DB intersecta a la circunferencia
CEF. Se puede notar facilmente que ésta debe intersectarla en dos lugares. Se puede
mostrar que en la construccién de esta proposicion hay algunos pasos en los que se
nos plantean dos alternativas: (1) podemos trazar AB o AC como la linea para cons-
truir el triangulo equilatero, (2) podemos construir un triangulo equilatero en ambos



el algoritmo falla.

3. Las construcciones de Euclides
en los siglos XIX, XVIII, XVIl y XVI

Durante el siglo XIX (el cual fue testigo
de una venta de mas de 700 edicionetate
Elementogle Euclides) existié una gran activi-
dad en Inglaterra con respecto a la escritura de
libros de texto sobreos Elementgspara uso
en las escuelas y en los colegios. Algunos ejem-
plares [Lal861], [Tol876], [Sm1879] vy _. i _
[HS1887] contienen los mismos algoritmos y9- 3-1: Figura popular del siglo XIX
figuras ilustrativas (sin contar algunas diferenPara la demostracion deRaoposicion 2.
cias triviales en la simbologia) sobre la segunda proposicion de Euclides. Sin embargo, tanto la fi-
gura como el algoritmo son bien diferentes de los de Pedoe [Pe76]. Consideremos el algoritmo de
una de estas fuentes [HS1887].

G

Proposicidon 2: Trazar una linea recta dada a partir de un punto dado.
Algoritmo 19C: [versién popular del siglo 19 (“C” del ingl€entury)]

Sea A el punto dado y BC la linea recta dada. {Se requiere trazar a partir del punto A una
linea recta igual a BC} Ver la Figura 3.1.

Comienzo

Paso 1 Unir A con B.

Paso 2 Con lado AB construir un triangulo equilatero DAB.

Paso 3 Con centro B y radio BC trazar la circunferencia CGH.

Paso 4 Prolongar DB hasta que se corte con la circunferencia CGH en el punto G.
Paso 5 Con centro D y radio DG trazar la circunferencia GKF.

Paso 6 Prolongar DA hasta intersectar la circunferencia GKF en el punto F.

AF es igual a BC.

Final

Este algoritmo es una mejora del algoritmo de Pedoe ya que éste parece trabajar correcta-
mente con ciertas configuraciones de la entrada independientemente de si BC es mayor o menor
gue BA. Sin embargo, el algoritmo contiene instrucciones ambiguas. El paso 4 nos pide prolongar
(alargar) DB hasta que corte a la circunferencia CGH en el punto G, pero no nos dice en que direc-
cion (si a partir de D o a partir de B) debemos alargar DB y en realidad en ambas direcciones vamos
a cortar a la circunferencia construida en el paso 3. La Figura 3.1 muestra uno de los casos posibles,
pero si hubiéramos prolongado DB en la direccién de B hacia D en lugar de la direccion mostrada,



segunda proposicién mostrado a continuacion él utiliza
el Algoritmo 1. Debajo damos la descripcion de la ver-
sion de Pedoe de la construccion de Euclides.

Proposicién 2: Trazar una linea recta tal que
uno de sus extremos sea un punto dado Ay que
sea igual a una linea recta dada.

Algoritmo P: [version de Pedoe]

Sea A el punto dado, y BC la linea recta dada. Fig. 2.2: Figura de Pedoe paralad
{Asi que se requiere poner la linea recta BC en mostracion de |&roposicion 2.

el punto A (como un extremo)} Ver la Figura 2.2.

Comienzo

Paso 1 Trazemos una recta desde el punto A al punto B.

Paso 2 Con lado AB (utilizando el Algoritmo 1) construir el triangulo equilatero DAB.
Paso 3 Con centro B y radio BC construir la circunferencia CGH.

Paso 4 Con centro D y radio DG construir la circunferencia GKL.

Terminar con AL como solucion.

Final

Demostracion

Como el punto B es el centro de la circunferencia CGH, BC es igual a BG. Como el punto
D es el centro de la circunferencia GKL, DL es igual a DG y DA es igual a DB. Por lo tanto,
la diferencia AL es igual a la diferencia BG. Dos cosas que son iguales a una tercera son
iguales entre si. Por lo que AL es igual a BC. Por lo tanto, por el punto A hemos trazado la
linea recta AL igual a la linea recta dada BC. Q.E.D.

Final de la demostracion

Aclaramos aqui que la figura de Pedoe, mostrada en la Figura 2.2 es considerablemente di-
ferente de las figuras que muestran otras presentaciones del trabajo de Euclides como las de Hei-
berg [He1883], Heath [He28] y Dijksterhuis [Di55], por ejemplo. Mas serio aun, es el hecho que
el Algoritmo P dado por Pedoe es incorrecto. Esta claro que para obtener una solucion con el Al-
goritmo P es crucial que la circunferencia con centro B y radio BC intersecte DB en el punto G.
De otra manera el punto G quedaria indefinido y el resto del algoritmo no tendria sentido. Ahora
consideremos lo que sucede cuando el largo BC es mayor que la distancia de A a B. Claramente la
circunferencia con centro en B y radio BC englobaria en su interior al triangulo ABD y la cons-
truccion no seria posible. En jerga moderna, el algoritmo no esté bien definido para tal entrada y



teriormente las siguientes demostraciones y al

ritmos son presentados. c
Proposicion 1: Construir un triangulo
equilatero con una linea recta dada
. D E
Algoritmo 1:

Sea AB la linea recta dada.

{O sea, es necesario construir un triangulo
Fig. 2.1: Figura de Euclides para la
demostracién de IBroposicion 1

equilatero con lado AB}. Ver la Figura 2.1.

Comienzo

Paso 1 Trazemos la circunferencia BCD con centro A y radio AB
Paso 2 Trazemos la circunferencia ACE con centro B y radio AB

Paso 3 Desde el punto en que se cortan las dos circunferencias, punto C, trazemos las dos
rectas CAy CB.

Final
Demostracion

Como el punto A es el centro de la circunferencia CDB, AC es igual a AB. Como el punto

B es el centro de las circunferencia CAE, AB es igual a BA. Pero CA es igual a AB, por lo
tanto, las dos rectas CA y CB son iguales a AB. Dos cosas que son iguales a una tercera
tienen que ser iguales entre si, por lo tanto, CA es igual a CB. Asi tenemos que las tres li-
neas rectas CA, AB y BC son iguales entre si. O sea, el triangulo ABC es equilatero con
lado AB. Q.E.D.

Final de la Demostracion

Por supuesto, ni Euclides ni Pedoe utilizan las palabgasitmo, comienzai final. Tam-
poco utilizan las frasggueba de veracidafdemostracion) final de la demostraciéni dividen
el algoritmo en porciones nombrandolas con la palBasmtal y tal. Sin embargo, manuscritos
antiguos en latin encabezan las construcciones con las easexdli causay las demostraciones
con la frase probatio eius. Hemos incluido estos términos bien conocidos en la Computacion,
para una mayor claridad en la exposicion y para indicar que estas divisiones aparecieron en al me-
nos las mas antiguas traducciones arabes y latinagsdelementosle Euclides. Lo mas impor-
tante es que Euclides siempre daba el algoritmo primero y los argumentos para justificar o demos-
trar el algoritmo inmediatamente después. Aun hoy muchos escritores publican algoritmos
geomeétricos sin incluir la demostracion a pesar de la gran cantidad de algoritmos geométricos fal-
sos que se han encontrado [To84]. Estos autores pudieran tomar una leccion de Euclides. Algunas
veces, como veremos mas adelante, los algoritmbesBlementosontienen pasos innecesarios
para obtener la solucién, pero estos pasos tienen la ventaja de simplificar la demostracion. Euclides
también hizo uso de otra costumbre en la computacién moderna: subrutinas. En el algoritmo de la
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Entre las maquinas tipicas que han sido utilizadas en el pasado, desde Euclides, se encuentran: (1)
el canto recto (thgraight edge), (2) la regla (el canto recto con marcas de distancia), (3) el compas
plegable, (4) el compas moderno, 5) el compas de abertura fija, (6) el compas con abertura maxima,
y (7) el compéas con abertura minima, por s6lo mencionar algunos [Sm61], [Ho70], [CR81],
[K0o86].

El compés plegable merece mas explicacion aqui. Con el compas moderno uno puede abrir-
lo, mantenerlo con una abertura escogida y levantarlo del plano de trabajo para trazar en otro lugar
una circunferencia con el radio escogido. Esta operacién no es permitida con el compas plegable.
El compés plegable es, como las otras maquinas, una maquina idealizada que permite trazar una
circunferencia con un radio arbitrario pero no se permite transportar las distancias o aberturas. Es
como si cuando el compas se levanta del plano de trabajo se le perdiera la abertura inicial que tenia.
Por supuesto maquinas mas complejas pueden obtenerse combinando maquinas mas simples. Por
ejemplo, erLos Elementos de Euclides este usa el canto recto y el compas plegable (la combina-
cion de las maquinas (1) y (3) como su modelo de computacion. Se han hecho también intentos de
especificar las operaciones primitivas permitidas con cada tipo de maquina [Le02] y de disefar
construcciones que contengan una menor cantidad de primitivas que las construcciones originales
de Euclides. Otra linea de investigacion es el comparar y analizar diferentes modelos de maquinas
en cuanto a su poder de computacion [Ho70], [CR81], [Av87], [Av90]. Por ejemplo, en 1672
Georg Mohr [Mo1672] y en 1797 el gedmetra italiano Lorenzo Mascheroni [Mal797] demostra-
ron, independientemente, que cualquier construccién que pueda ser hecha con canto recto y com-
pas puede ser ejecutada con el compas solamente y Jacob Steiner demostré en 1883 que el canto
recto es equivalente al compas, si €l mismo puede utilizar el compéas una vez [SA48]. Para recor-
darle al lector que el canto recto y el compas no son aliin computadoras obsoletas debemos sefialar
que el resultado de Mohr-Mascheroni fue mejorado en 1987 por Arnon Avron [Av87] de la Uni-
versidad de Tel Aviv.

La demostracién mas temprana de la equivalencia de dos modelos de computacién se debe
a Euclides en su segunda proposicion del Libro lateElementos en la cual él establece que el
compas plegable es equivalente al compas (moderno). Por lo tanto, en la teoria de la equivalencia
de la potencia de modelos de computacién, la segunda proposicién de Euclides ocupa un lugar sin-
gular. Sin embargo, como mucho de los trabajos de Euclides, en particular aquellos que contienen
muchos casos, su segunda proposicion a recibido mucha critica a través de los siglos. Aqui se plan-
tea que han sido los comentaristas griegos de Euclides y sus expositores mas recientes los que han
errados, y que el algoritmo original de Euclides es irreprochable. Ya que esta proposicion utiliza
la Proposicion 1 para obtener una solucién, comenzaremos por una descripcion de esta ultima.

2. Las dos primeras proposiciones de Euclides segun Pedoe

El libro de Pedoe [Pe76] contiene una discusion muy vivaz de los elementos de la geome-
tria de Euclides aplicada a la pintura, escultura y arquitectura a través de la historia reciente y para
ilustrar los elementos de Euclides presenta las dos primeras proposiciones del Lins Hlde
mentos. Al principio del libro presenta una demostracién y un algoritmo de la Proposicion 2, com-
pletamente diferente, la cual vamos a considerar al final de este tratado. Sin embargo, mas tarde
en el libro plantea que “es muy interesante la forma en que aparece en el libro de Euclides”. Pos-
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Resumen

En los dltimos 2300 afios ha habido un interés considerable en comparar los dife-
rentes modelos de computacion en lo que respecta a su poder computacional. Uno
de los resultados mas conocidos es la demostracién de Mohr en 1672 que todas las
construcciones que pueden ser ejecutadas con canto recto y compas pueden también
ser ejecutadas con compas solamente. La primera demostracion que establece la
equivalencia de dos modelos computacionales se debe a Euclides en su segunda
proposicién del Libro | deos Elementos en el cual establece que el compas plega-

ble es equivalente al compas moderno en lo que respecta al poder de computacion.
Por lo tanto en la teoria de la equivalencia de los modelos de computacion la segun-
da proposicién de Euclides juega un papel singular. Sin embargo, como muchos de
los trabajos de Euclides, y en particular las construcciones que involucran casos, su
segunda proposicién ha recibido mucha critica a través de los siglos. Aqui se plan-
tea que han sido los comentaristas griegos de Euclides y sus expositores mas recien-
tes los que han errado y que el algoritmo original de Euclides, segun la traduccién
en latin hecha por Gerardo de Cremona en el siglo Xl de unos manuscritos arabes
y la traduccion francesa de un manuscrito griego pre-teoniano del siglo X, es irre-
prochable.

1. Introduccion

En el estudio moderno comparativo de los algoritmos geométricos es necesario primero de-
finir el modelo de computacion, o sea, las caracteristicas de la maguina que va a ejecutar el algo-
ritmo [PS85]. Un modelo de computaciéon especifica la cantidad de procesadores usados, si son
usados de manera secuencial o en paralelo, las operaciones primitivas permitidas y el costo de cada
una de estas operaciones. Por ejemplo, una de las maquinas ideales, o0 modelos abstractos concep-
tualmente preferidos, en los cuales muchos algoritmos geométricos son comparados, es la RAM
Real (Random Access Machine [AHU74]) en la cual cada unidad del espacio de la memoria puede
almacenar un numero real, de precision ilimitada y en el cual las operaciones primitivas que pueden
ser ejecutadas en la unidad de tiempo incluyen a las operaciones aritméticas, adicion, substraccion,
multiplicacion, division, comparacion entre nameros reales, leer y escribir una posicién de memo-
ria y posiblemente algunas operaciones mas potentes como la enésima raiz, funciones
trigonométricas y otras funciones analiticas.

En la geometria constructiva clasica los matematicos se han ocupado también de definir el
modelo de computacion, o sea, las caracteristicas de la “maquina” que va a ejecutar el algoritmo.



